























唐突な定義に見えるかもしれないが，G = Z の場合 (1.2) の右辺は Re(s) > 1 で絶対収
束し，Riemann zeta 関数 ζ(s) に他ならない．一般に，G が有限生成 lattice Λ の場合，
ζ∗Λ(s) は，いわゆる Solomon’s zeta 関数と呼ばれる古典的なものになる．多元環のゼータ
関数や，行列環のゼータもこの仲間ととらえることができる．代数体K のDedekind zeta
関数は，整数環 OK のイデアルに和を制限したものだから (1.2) 型の類似と考えることも
できる．
数の乗法群や加法群について “遊んで”みると次のようになる：
ζ∗Z(s) = ζC×(s) = ζ(s) (Riemann zeta 関数),




ζZ(s) = ζQ(s) = ζC(s) = 1.
代数体 K のDedekind zeta関数について，ゼータ関数が等しければ体は同型になるだろ


















P を素数全体のなす集合とする．ζG(s) は整数係数の p−s, (p ∈ P) たちの多項式とみな
せる．次は明らか．
命題 2.1 有限群 G,G′ について，
(1) ζG(s) = ζG′(s) ならば |G| = |G′| である，
(2) |G| と |G′| が互いに素であれば，ζG×G′(s) = ζG(s)× ζG′(s) である．
有限群が巡回群になるための必要十分条件をゼータ関数の言葉で書くと次のようになる．
命題 2.2 有限群 G について以下は同値である：
(i) ζG(s) の係数に 1 しか現れない，





Dedekind zeta 関数のオイラー積に倣って，ζG(s) が p−s, p ∈ P の多項式の積になるとき，
ζG(s) はオイラー積をもつ ということにする．
命題 2.3 ζG(s) がオイラー積をもつことと G が冪零群であることは同値である．
証明：有限群については，冪零群であることと，p-シロー部分群の直積になることは同値




自然数係数のモニック多項式となる．特に |G| の 素因子 p について p-シロー部分群が一
つしかなく，従って正規部分群となり，G は冪零群となる．
上の命題から，ζG(s) が G の同型類を定めるかという問題は，まず p 群について考察す
るのが順当であろう．
冪零群でなければ，オイラー積をもたないのであるが，例えば 二面体群
Dn = ⟨σ, τ | σn = τ 2 = 1, τστ−1⟩
のゼータ関数は，n が奇数と仮定すると










mp +Xmp−1 + · · ·+X + 1, for pmp∥n) .
ところで，有限アーベル群については，G ∼= X(G)(指標群)であり，H ∈ S(G) に対して
X(G/H) を X(G) の部分群とみなして対応させることで S(G) と S(X(G)) が一対一対応
する．特に任意の d について，位数 d の部分群の個数と指数 d の部分群の個数が一致す
る．これをゼータ関数の言葉で書くと次の命題となる．
命題 2.4 有限アーベル群 G について，ζG(s) = ζ∗G(s) であり，次の関数等式をみたす：
ζG(s) =
1
|G|s · ζG(−s). (2.1)
「関数等式を持つ」というより「ゼータ関数 ζG(s) は対称である」という言い方のほうが
ζG(s)の形を表していて適切かもしれない．
アーベル p群と非アーベル p群でゼータ関数が等しくなる例を構成する．自然数 n につ
いて，位数 n の巡回群を Cn と表すことにする．
奇素数 p と自然数 m について 位数 pm+2 の群 Gp(m) を
Gp(m) = ⟨σ, τ | σpm+1 = τ p = 1, τστ−1 = σpm+1⟩, (2.2)
と定める*1．位数 pm+1 の巡回群を正規部分群としてもつ位数 pm+2 の群は，Gp(m) また
は Cpm+1 × Cp に同型で，Gp(m) は非アーベル群である．
*1 G3(1) と C9 ×C3 の部分群の個数が一致することを星明考氏がGAPを用いて調べてくれた．ここに
記して感謝する．
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命題 2.5 p を奇素数とする．
(1) m ≥ 1 について，非アーベル群 Gp(m) と アーベル群Cpm+1 × Cp のゼータ関数は一
致し，関数等式 (2.1) をみたす．
(2) 位数 p2 以下の p群はゼータ関数で決定される．
証明：(1) Gp(m) の任意の元は σiτ j の形にかけて
(σiτ j)k = σi(k+
k(k−1)
2
jpm)τ jk, (σiτ j)p = σip
であり，生成関係から σp は中心にはいる．従って，Gp(m) の位数 pm+1の元はちょうど
pm+1(p− 1) 個存在する．Gp(m) の真部分群H が位数 pm+1 の元を含めば H ∼= Cpm+1 と
なり，そのような部分群は １つにつき位数 pm+1の元を pm(p − 1) 個持つ．従って位数
pm+1 の元を含む真部分群は全部で p 個存在する．もしH が位数 pm+1 の元を含まなけ
れば，H は ⟨σp, τ⟩ ∼= Cpm × Cp の部分群となる．
一方，G′ = ⟨a, b | apm+1 = bp = 1, ab = ba⟩ ∼= Cpm+1 × Cp について，G′ の Cpm+1 と同
型な部分群は p 個で，それら以外の部分群は，すべて G′′ = ⟨ap, b⟩ ∼= Cpm ×Cp ∼= ⟨σp, τ⟩
に含まれる．従って，任意の pd について 位数 pd のGp(m) の部分群の個数と位数 pd の
G′ の部分群の個数は一致し，両者のゼータ関数は一致する．G′ がアーベル群であるから，
関数等式 (2.1) が成立する．
(2) 位数 p2 以下の p-群は Cp2 , Cp ×Cp, Cp のいずれかに同型で，これらのゼータ関数は
ζCp2 (s) = 1 + p
−s + p−2s, ζCp×Cp(s) = 1 + (p+ 1)p
−s + p−2s, ζCp(s) = 1 + p
−s.
次に 2群の例を考える．自然数 m について 位数 2m+3 の非アーベル群 Gm を
Gm = ⟨σ, τ | σ2m+1 = τ 4 = 1, τστ = σ1+2m⟩, (2.3)
と定める．
命題 2.6 (1) 任意の自然数 m について，位数 2m+3 の非アーベル群 Gm とアーベル群
C2m+1 × C4 のゼータ関数は一致し，関数等式 (2.1) をみたす．
(2) 位数 8 以下の２群は，ゼータ関数で決定される．
証明： (1) Gm の位数 2m+1 の元は {σiτ j | 2 ̸ |i, 0 ≤ j ≤ 3} の 2m+2 個で，位数 2m+1 の
巡回群は ⟨σ⟩, ⟨στ 2⟩, ⟨στ⟩, ⟨σ3τ⟩ の４つ．それぞれを含む位数 2m+2 の部分群は，それ
ぞれ一つずつだが，初めの２つは ⟨σ, τ 2⟩, 後ろの２つは ⟨στ, τ 2⟩ に含まれる．これらが，
位数 2m+1 の元を含む真部分群のすべてである．この状況は アーベル群 C2m+2 ×C4 の場
合と一致している．位数 2m+1 以下の元からなる部分群は ⟨σ2, τ⟩ ∼= C2m × C4 に含まれ
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る．以上より Gm と C2m+1 ×C4 のゼータ関数は一致し，後者の関数等式から前者の関数
等式がもたらされる．
(2) 群の位数ごとに考えれば十分 (cf. 命題 2.1)で，位数 4 以下については 命題 2.5-(2)
のゼータ関数で p = 2 とすればよい．位数 8 のアーベル群は C8, C4 ×C2, C2 ×C2 ×C2
のいずれかに同型で，位数 8 の非アーベル群は二面体群 D4 または 四元数群 Q2 = ⟨σ, τ |
σ4 = 1, σ2 = τ 2, τστ−1 = σ−1⟩ に同型である．ゼータ関数を計算すると以下のように
なる：
ζC8(s) = 1 + 2
−s + 2−2s + 2−3s,
ζC4×C2 = 1 + 3 · 2−s + 3 · 2−2s + 2−3s,
ζC2×C2×C2(s) = 1 + 7 · 2−s + 7 · 2−2s + 2−3s,
ζD4(s) = 1 + 5 · 2−s + 3 · 2−2s + 2−3s,
ζQ2(s) = 1 + 2
−s + 3 · 2−2s + 2−3s. (2.4)
自然数 n と素数 p について vp(n) で n を割り切る pの最大べき指数を表す．
命題 2.3，命題 2.5， 命題 2.6 をまとめると次の定理を得る．(1) の後半は，(2.4) も併せ
てみればよい．
定理 2.7 (1) 自然数 n が「奇素数 p について vp(n) ≤ 2 かつ v2(n) ≤ 3」をみたすと仮
定する．このとき，位数 n の冪零群は，ゼータ関数が等しければ同型であり，ゼータ関
数が関数等式をもつ（すなわち対称である）こととアーベル群であることは同値である．
(2) 自然数 n が「ある奇素数 p について vp(n) ≥ 3 または v2(n) ≥ 4」をみたすとき，位
数 n のアーベル群 G と非アーベル冪零群 G′ で ζG(s) = ζG′(s) の例が存在する．
非アーベル群も含めると，たとえ p群に限っても，非同型な群でゼータ関数の等しい例が
系統的に出てくることが分かった．また，関数等式，すなわち ζG(s) の対称性は，アーベ






有限生成アーベル群の基本定理から，アーベル p 群は，ある λ について次のような Gλ
に一意的に同型となる．




Λr, Λr = {λ ∈ Zr | λ1 ≥ · · · ≥ λr > 0} .
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λ ∈ Λ が λ ∈ Λr のときに rank(λ) = r と定め，|λ| =
∑
i λi と定める．rank(λ) は 対応
するアーベル p 群の直積因子の個数であり，p|λ| が群の位数となる．
命題 2.8 λ, µ ∈ Λ について ζGλ(s) = ζGµ(s) と仮定すると次が成立する．
(1) |λ| = |µ| かつ rank(λ) = rank(µ).
(2) rank(λ) ≤ 3 ならば λ = µ.




(2) は小川雄広の修士論文の結果である ([Og])．部分群の個数を λ を用いて表示する公式




[Bu2])．λ ∈ Λの言葉で記述できるはずであろうが，未知のことも多い．ζGλ(s)は rank(λ)




密度に現れる ([St])．こちらの問題としても，ゼータ関数が群 (今の場合 λ ∈ Λ) を決定す
るかどうかは興味がある．
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